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В рамках релятивистской калибровочно-инвариантной модели скалярного гравитационного поля развивается теория 
распространения неоднородных по своей природе плоских гравитационных волн в свободном пространстве и в 
сплошной среде при воздействии внешнего поля тяготения. 
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The  theory  of  propagation  of  non-uniform plane gravitational waves in the free space and in the continuous medium at the 
influence  of  the  external gravitational field on the basis of relativistic gauge-invariant model of scalar gravitational field is 
developed. 
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Введение 
Исследование проблемы гравитационного 
излучения в метрических теориях тяготения со-
пряжено с известными математическими трудно-
стями, возникающими из-за существенно нели-
нейного характера полевых уравнений. Поэтому 
при изучении гравитационных волн, как в общей 
теории относительности [1]–[3], так и в реляти-
вистской теории гравитации [4] принято ограни-
чиваться рассмотрением слабых полей и строить 
приближенную теорию гравитационных волн на 
основе поддающихся аналитическому решению 
линеаризованных уравнений. В общей теории 
относительности (ОТО) это соответствует, как 
известно, приближению малых возмущений мет-
рики пространства-времени, где гравитационные 
волны рассматриваются как мелкая «рябь» на 
фоне крупномасштабной кривизны, характерной 
для внешних полей тяготения [3]. 
Калибровочно-инвариантная модель тяго-
тения со скалярным потенциалом [5], [6], пред-
ставляющая последовательное минимальное ре-
лятивистское обобщение гравистатики Ньютона 
в рамках стандартных ограничений теории клас-
сических полей [7], [8] и восходящая к ранним 
попыткам построения релятивистской теории 
гравитационного поля со скалярным потенциа-
лом [9]–[12], допускает естественную и строгую 
линеаризацию уравнений поля простой заменой 
полевых переменных. При этом, как показано в 
[5], [6], можно обходиться без отмеченных выше 
упрощающих приближений и развивать точную 
теорию гравитационных волн в свободном про-
странстве без ограничения их интенсивности.  
В настоящем сообщении в рамках предло-
женной в [5], [6] модели гравитационного поля 
решена важная для астрофизических приложе-
ний задача распространения гравитационных 
волн в свободном пространстве и в плотной ма-
териальной среде при наличии сильного внешне-
го поля тяготения.  
 
1 Волновое уравнение 
Для получения полевого уравнения грави-
тационных волн, распространяющихся в услови-
ях воздействия внешних полей тяготения, при-
меним тот же, что и при учете гравитационного 
взаимодействия в механике и электродинамике 
[6], [13], способ мультипликативного подключе-
ния внешнего гравитационного поля к функции 
Лагранжа свободной физической системы. Ото-
ждествляя свободное гравитационное поле с 
классическим линейным скалярным безмассо-
вым полем U, в качестве его лагранжиана при-
мем выражение [6] 
( )4 20 .2cL UG μπ= − ∂                    (1.1) 
«Подключение» к (1.1) внешнего поля тяготения  
g = −∇Φext.                            (1.2) 
приводит к модифицированному лагранжиану  
( )4 2 ext.2exp .2cL UG cμπ Φ⎛ ⎞= − ∂ ⎜ ⎟⎝ ⎠  (1.3)  
Потенциал внешнего поля Φext в дальней-
шем будем считать заданным. Поэтому при по-
строении уравнения поля гравитационных волн 
ограничимся варьированием только волновой 
полевой переменной U. Таким образом, уравне-
ние Эйлера − Лагранжа 
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( )
L L
UUμ μ
∂ ∂∂ = ∂∂ ∂  
с учетом (1.3) примет вид:  
ext.
2exp 0.U cμ μ
⎛ Φ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ⋅ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠  
Переходя к трёхмерным обозначениям и учиты-
вая (2), получаем линейное волновое уравнение 
для потенциальной функции гравитационных 
волн во внешнем поле тяготения следующего 
вида: 
2
2
2 2 2
1 1 0.U
c t c
⎛ ⎞∂∇ − − ∇ =⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠
g          (1.4) 
 
2 Плоские волны 
Решения уравнения (1.4) будем искать в ви-
де плоских волн  
( )
0
i tU U e ω−= kr                     (2.1) 
с постоянной амплитудой U0. Подставляя (2.1) в 
(1.4), получим 
2
2
2 2 0.i Uc c
ω⎛ ⎞− + =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
kgk              (2.2) 
Как видно из (2.2), условием существования не-
тривиальных решений для U будет дисперсион-
ное уравнение  
 
2
2
2 2 0.ic c
ω− + =kgk                  (2.3) 
Очевидно, никакие вещественные значения – 
одновременно для k и ω –при условии kg ≠ 0 не 
могут удовлетворить этому уравнению. Поэтому 
при вещественных частотах ω его решения для k 
следует искать в комплексной форме: 
,i= +k K N  где K и N − некоторые вещественные 
векторы, которые предстоит определить. 
Допуская комплексную форму волнового 
вектора k, мы, тем самым, переходим к поиску 
решений волнового уравнения (1.4) для скаляр-
ного поля U в виде неоднородных плоских волн 
( )
0 .
i tU U e e ω−−= KrNr                (2.4) 
Таким образом, из (2.3) получаем уравнение 
2
2 2
2 2 22 0,
ii
c c c
ω− − − + + =Ng KgK N KN  
которое преобразуется в систему уравнений для 
K  и N − вещественной  и  мнимой частей векто-
ра k: 
2
2 2
2 2 0,c c
ω− − − =NgK N             (2.5) 
2 0.2c
⎛ ⎞+ =⎜ ⎟⎝ ⎠
gK N                  (2.6) 
Эти соотношения должны выполняться для всех 
направлений волновой нормали n. Поскольку 
|| ,K n  то из (2.6) следует 
2 .2c
= − gN                            (2.7) 
Подставляя далее (2.7) в (2.5), получим дис-
персионное уравнение для волнового вектора K 
неоднородной гравитационной волны 
2 2
2
2 4 0.4c c
ω− + =gK                  (2.8) 
Отсюда находим значение модуля K  
2
2 21 .4
K
c c
ω
ω= −
g                  (2.9) 
Аналогично теории электромагнитных волн 
введем для рассматриваемых волн показатель 
преломления n(ω), полагая  
( ) .n
c
ω ω=K n  
Из (2.9) при этом следует  
( ) 2021 ,n ω ω
Ω= −                   (2.10) 
где  
0 .2
g
c
Ω =                         (2.11) 
Как видим, показатель преломления гравитаци-
онных волн, распространяющихся во внешнем 
поле тяготения, зависит от частоты. Это означа-
ет, что пространство, заполненное полем тяготе-
ния, в отношении условий распространения гра-
витационных волн проявляет себя как среда, об-
ладающая частотной дисперсией. 
Из (2.7), (2.10), (2.11) окончательно находим 
комплексный волновой вектор i= +k K N  грави-
тационной волны во внешнем поле тяготения g: 
( )
2 .2
n
i
c c
ω ω= − gk n               (2.12) 
С учётом (2.12) для потенциальной функции (2.1) 
можем записать следующее выражение: 
 0 2exp exp .2
nU U i t
cc
ω ω⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
gr nr   (2.13) 
Эта функция описывает плоскую неоднородную 
волну с постоянным амплитудным коэффициен-
том U0, распространяющуюся в направлении 
фазовой волновой нормали n и затухающую в 
направлении, противоположном вектору напря-
жённости g внешнего поля, с таким же коэффи-
циентом экстинкции, как и в случае электромаг-
нитных волн [13], [14].  
Как видно из (2.10), особенностью частот-
ной дисперсии гравитационных волн во внешнем 
поле тяготения является наличие критической 
частоты (2.11). В диапазоне частот 0ω < Ω  вол-
новой вектор (2.12) оказывается мнимым, и вол-
новой процесс вырождается в затухающее в про-
странстве колебание поля. Таким образом, вол-
новой процесс на частотах, меньших критиче-
ской, подавляется полем тяготения. 
 
3 Энергия гравитационного излучения  
Определим скорость переноса энергии не-
однородной гравитационной волной во внешнем 
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поле тяготения. Канонический тензор энергии-
импульса скалярного поля [7], [8] 
,
( )
LT L U
Uμν μν νμ
δ ∂= − ∂∂ ∂  
определяемый функцией Лагранжа (1.3), имеет 
вид: 
 
( )4 2
ext.
2
1
2
 exp .
cT U U U
G
c
μν μ ν σ μνδπ
⎛ ⎞= ∂ ⋅∂ − ∂ ×⎜ ⎟⎝ ⎠
Φ⎛ ⎞× ⎜ ⎟⎝ ⎠
 (3.1) 
Из (3.1) получаем положительное выражение для 
плотности энергии 44W T= −  
( ) 24 2 ext.2 21  exp2
c UW U
G tc cπ
⎛ ⎞ Φ∂ ⎛ ⎞⎛ ⎞= ∇ +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
  (3.2) 
и  формулу   для   плотности   потока   энергии 
Si = − icTi4: 
4
ext.
2 exp .
c U U
G t cπ
Φ∂ ⎛ ⎞= − ∇ ⋅ ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠S        (3.3) 
Отделяя вещественную часть в комплексном 
решении (2.13) и подставляя ее в формулы (3.2), 
(3.3), после усреднения по периоду колебаний 
поля найдем  
 
2 2
2
0 ,2
cW U
G
ω
π=                     (3.4) 
 ( )2 2 20 .2
c U cn
G
ω ωπ=S n               (3.5) 
Из выражений (3.4) и (3.5) следует соотношение 
 ( ) ,Wcn ω=S n                      (3.6) 
которое означает, что перенос энергии гравита-
ционными волнами при их распространении во 
внешнем поле тяготения осуществляется в на-
правлении фазовой нормали n со скоростью 
( )эн. .cn ω=v  Эта величина, как легко убедиться, 
совпадает с групповой скоростью  
( ) 1
гр
( )
.
d n
c
d
ω ω
ω
−⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
v  
 
4 Гравитационные волны в сплошной сре-
де нейтронной звезды 
При решении задач об излучении гравита-
ционных волн в свободное пространство возни-
кает необходимость рассмотрения их распро-
странения в сплошной среде плотного источника 
(например, внутри нейтронной звезды) при на-
личии сверхмощного поля тяготения. Поле гра-
витационного излучения в этом случае будет 
описываться полным лагранжианом системы 
«поле – материя» [5], [6], модифицированным с 
учетом внешнего поля тяготения: 
( )4 2 2 ext.0 2exp ,2cL U cG cμ μπ
⎛ ⎞ Φ⎛ ⎞= − ∂ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
   (4.1) 
где μ0 – плотность звезды. Для упрощения задачи 
будем рассматривать ограниченный участок 
звездной среды вблизи поверхности, считая μ0 в 
его пределах постоянной величиной. 
Применяя вариационный принцип, из (4.1) 
получим волновое уравнение 
 
22
2 0
2 2 2 2
1 1 0,U
c t c c
ω⎛ ⎞∂∇ − − ∇ − =⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠
g        (4.2) 
где для удобства введено обозначение 
 0 02 .Gω π μ=                        (4.3) 
По-прежнему ограничиваясь рассмотрением 
плоских волн вида (2.1), переходим от (3.6) к 
алгебраическому уравнению 
 
2 2
2
2 2 0,i Uc c
ω⎛ ⎞−Ω− + =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
kgk            (4.4) 
которое имеет ненулевое решение при ком-
плексном волновом векторе 
2
2 21 .2
i
c c
ω
ω
Ω= − ⋅ − gk n               (4.5) 
Здесь принято обозначение 
 2 20 0 ,ωΩ = Ω +                      (4.6) 
где, как и прежде, 0 / 2 .g cΩ =  
Как и в предыдущей задаче, в действитель-
ной части вектора (4.5) можно выделить показа-
тель преломления гравитационной волны при ее 
распространении в сплошной среде звездной 
материи с учетом поля тяготения: 
( ) 221 .n ω ω
Ω= −                     (4.7) 
Из (4.6), (4.7) видно, что для волн в сплош-
ной среде сверхплотных звезд также существует 
критическая частота ,Ω  которая сдвинута в об-
ласть более высоких частот по сравнению с кри-
тической частотой в пространстве вне звезды 
( 0Ω >Ω ). 
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